Universidad Nacional Autonoma de Honduras
Carrera de Matematica
Lecturas de Elemento Finito

Jorge Destephen Ph.D.
Junio-Agosto, 2012

Contenido
1. Introduccién a la teoria de distribuciones.
2. Aplicacién de las distribuciones en la solucién de ecuaciones diferenciales(ED).

3. Método de elementos finitos(MEF) para problemas en una, dos y tres dimensiones.

Teoria de Distribuciones(TD)

Podria considerarse como la teoria de las fuerzas concentradas.

Motivacion

Funciones clésicas f : R" — R
Funciones continuas en D < R” ~ C°(D)
Funciones continuas por partes en D ~ H' (D)

b
Para todas estas funciones existe J f(x)dx

+00

Sig(x) =0Vz #aendonde ae R = g(x)dw.

e}
Consideremos la funcién donde a e Ry € > 0

0 x>a+§

he(l'_a): 1 € € (1>
- a——=—<zz<a+ -
€ 2 2

+00 a+3 1
J he(x —a) = f —dx
—o0 a—35 €

1<+6 +6>
€ 2 2

=1
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+00
Lo cual implica que lim he(x — a)dr = 1 donde lim h(z — a) es una funcién con las siguientes

e—0 —o e—0

caracteristicas, llamemosla 6(x — a).

5(3:_&):{0 T #a

+00 T =a

Tenemos una contradiccion con la teoria clasica de funciones ya que
+oo
J d(z —a)dr =1 (2)
-0

La conclusién es que una funcién con estas caracteristicas (1) y (2) no es una funcién clésica.
Asi, entonces necesitamos un nuevo concepto o teoria para eliminar estd contradiccién.

Funciones de Prueba
Definicién 1

Una funcién de prueba ¢(z) = ¢(x,,...,,) es una funcién infinitamente derivable en R", y que es
cero fuera de una regién acotada(la region puede variar de funcién de prueba a funcién de prueba).
El espacio de las funciones de prueba en R” se denota por C;O (R").

Ejemplo 2
1. Sea¢p: R —>R

b(x) — {6952—1 lz| <1

0 lz| =1
2x ?ljl 1
¢/<LIZ’> _ —We ‘LC| <
0 lz| =1

Para probar que ¢/(z) existe y es continua en todo R debemos probar que

1

2z 2
lim — 73 a2 26 ! = 0
es1- (27 —1)
1
1271
e
por L’Hopital se puede probar que lim ———— = 0 con lo cual combinado con induccién

z—1- (1132 — 1)m
se puede probar que ¢ () existe, para toda m con la propiedad de ser cero fuera de |z| < 1.
2.8 a¢:R" >Ryx=(z,...,7,)

5
lel* 1
e

] <1
0 =1

¢(r) =

3. Sea ¢,, ¢, € C. (R") entonces ¢, ¢, + ¢,¢, € C. (R")

Tr—T

4. Sea ¢(z) € C'(R") entonces ¢ (x — e R"

e . 7 n
0) es también funcién de prueba en R
€

€
con € >0

<a>0

Hx—xo
€
|z — x| < ae

por lo tanto el nuevo radio es ae.
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Funcional Lineal
Definicién 3

. N . o0 n . . . .
Decimos que f es un funcional lineal en C (R") si existe una regla de correspondencia que asigna

a cada ¢(z) € C (R") un nimero real f(¢) = (f,$) donde para todo
<f? a1¢1 + a2¢2> = O{I <f17¢1> + <f27¢2> :

Sea
f:C'(R") —R
Lo — f(0) = ([, 9)
Ejemplo 4
Sea

f:CR") —R
0 T(0) = | Fe)olaa

Si f es diferenciable 0 < x < 7 entonces f esta bien caracterizada por sus coeficientes de Fourier
de senos

% Lﬂ f(z)sin(z)dz
= f(sin nz)
= (f,sin nx) .

Es facil ver que (3) y (4) se prueban utilizando la linealidad
(£,0)=0 (3)

<f, D ak¢k> = > o, (f.0,) (4)

. . [e¢]
Convergencia en el Espacio C|
Notacién 5

Sean n variables independientes: © = (z,,...,z, )y k,,..., k, € Z; en donde K = (k,,..., k)
multiindice de dimensién n.

Ejemplo 6

6
1,2,0,3 0
Ox, 0z, 01"
El operador diferencial L de orden p en n-variables puede ser escrito asi

L= Z a.(z)D

IK|<p

1. n=4 con K = (1,2,0,3) D

1Kl
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3. n=2 p=2 ag(x) = W (x,,z,)

K

L= Z CLK(.I‘I,ZIZ2)D

IK|<2
=a,,(z,,7,) +a, (v, x,)=— a,,(z a:)L—Fa (x x)a—2
- *o,0 19 %2 1,0 ax 01(9 19 %2 51‘1(31’2 2,0 1 a?
a2
+a02(x 1‘2)W

Soporte
Definicién 7

El soporte de f(x) es la cerradura del conjunto de puntos en R" en los cuales f(x) # 0.

Ejemplo 8

Las funciones de prueba del primer ejemplo.
El soporte de ¢(z) es la bola cerrada |z| < 1.

Sucesion Nula
Definicién 9

. s . o0 .7 . .7
Sea {¢,(2),...,¢,(x),...} unasucesién de funciones en C (R"), la sucesién anterior es una sucesién
o0} . . . . . .
nula en C (R") si y solo si cumplen las siguientes condiciones:

1. Existe una regién acotada fuera de la cual todas las ¢,,(z) se hacen cero. El soporte de todas
las ¢, () estdn contenidas en una bola suficientemente grande.

2. Para cada multiindice K de dimension n tenemos que lim max
m——+0 zecR"™

“6,.(x)] = 0

¢, (x) — 0 uniformemente cuando m — +o

0¢,,(z)
ox,

— 0 uniformemente cuando m — +o0
Ejemplo 10
1 0 n
1. Sea ¢(z) una funcién de prueba entonces {—(b(x)} es una sucesién nula en C"(R")
m
1 1
(90) ( ) — cp(x) € C) (R)

1
(a) El soporte de ¢(x) es el soporte de —@(z) (m=2,...) este es el soporte comun.
m

(b)

1
lim max|D"¢ (x )’ = lim max|D*—¢(z)
M40 peR" m—s4o0 m
1
= lim — max D’C¢(x)‘
m—+0 17, zeR"

El méximo existe ya que ¢(z) es continuamente derivable con soporte compacto
. {L1¢(x)} es una sucesién nula en C§°(R™).
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2. Si ¢(x) es una funcién de prueba, entonces {=¢(£)} no es una sucesién nula en Cif (R™).
Si 6(z) € CE(R") — 6(£) € CE(R™)
¢(z) tiene soporte compacto, donde m = 1,2, ...
T
lz| <r = ‘—‘ <r
m

|x| < rm
, ) 1 =z .,
No existe un soporte comin, por lo tanto { —¢(—) ¢ no es una sucesién nula.
m'm
Distribucién
Definicién 11

Un funcional lineal en Ci°(R™) es continuo siempre que {¢,,(z)} es una sucesién nula en Ci°(R").
La sucesién numérica (f, ¢,,,) tiende a cero cuando m — +o.
Un funcional lineal continuo en C§°(R") se llama distribucién o funcién generalizada

dom(f) = C7°"(R")

Funciones Localmente Integrables(FLI)
Definicién 12

Una funcién f en R™ es FLI si f | f|dx existe para cualquier €2 acotado en R™
Q

Ejemplo 13
1. Funciones continuas

2. Funciones continuas por partes

3. Seaf(x)zﬁconxz(xl,...,ajn) esFLIsia>n
cason=1f:R—RQ=[a,b]z>0
b b
1 1 =1
—adx={jii”l$ 0
o || e a#

Si —a + 1 > 0 entonces la integral existe
Si —a + 1 < 0 entonces la integral no siempre existe(por ejemplo si a=0)
—a+1>0= a <1 entonces f(x) es FLI para o < 1

Construccién de Distribuciones
Teorema 14

Una funcién localmente integrable f(z) en R™ define (o genera) una distribucién n-dimensional f
mediante la regla

(1.6) = [ s@ots
_ f:f:o F@ns e 2)0(@n - 20)ds .
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Prueba

Supongamos que (f, @) es un funcional lineal, donde f: R — R
Es lineal por linealidad de la integral, faltaria probar que es continuo
{ém(x)} sucesion nula en C§°(R™)

(f, dm) = ]W2f(x)¢m(x)dx
| {f, dm) | =

@@

N

| 1r@lion @z

Entonces | (f, om) | < max |Pm ()] J |f(z)|dz con Q soporte comtn de {¢,,(x)}, la integral existe
zeR™ Q

ya que f es localmente integrable.

lim|(f,0n) | <l max |6, (0] [ [F(@)]ds
m——+0 m—-+00 Q

=0 (5)
La ecuacién (5) = el funcional lineal es continuo.

Por lo tanto (f, ¢) = f(z)p(x)dx es una distribucion. O
Rn

Ejemplo 15
Sea f(x) =sin(z), f: R >R
f es localmente integrable, entonces podemos obtener su distribucién o funcién generalizada

(sin, ) = J sin(x)¢(z)dx

Propiedad 16
1. Si fi(x), f2(x) son funciones continuas diferentes, entonces generan funciones diferentes.

2. Si fi(z), f2(x) coinciden excepto en un conjunto de medida cero, ellas generan las mismas
distribuciones, es decir, dos funciones son iguales casi en todas partes si

f fi— folda = 0
Q

Distribuciones Regulares y Singulares
Definicién 17

Una distribucién es regular si puede ser escrita en la forma del teorema anterior con f(x) localmente
integrable.
Todas las demés son distribuciones singulares.

Ejemplo 18
1. Sea f(x) = ¢ constante, es localmente integrable

Genera la distribucién regular (¢, ¢) = J co(x)dx
Rn

1 x €€ eslocalmente integrable

0 ¢

genera la distribucién regular

2. Sea I = {

(f0,0) = | o(ayto

El Andar del Borracho Editado por Mauricio Zelaya Aguilar



Elemento Finito 7 Jorge Destephen Ph.D.

3. Sea un punto £ en R”, consideremos el funcional lineal (J¢, ¢) = ¢(&)
L — $(8)

Para probar que este funcional define una distribuciéon debemos probar que es continuo, dado
{dm(x)} sucesién nula

<5§7¢> = ¢m(€) = lim <5E7¢m> = lim ¢m(€> =0

= <5E’¢> = ¢<£)

Donde (d¢, ¢) = ¢(§) es una distribucién, J¢ es una distribucién singular.
Asumimos que es regular, entonces existe una funcién localmente integrable tal que

£}@w@Mx—wm

donde £ = 0, dy y para todo ¢ € C°(R™)
Consideremos la funcién de prueba W, (z) = ¢(%)

0 lz| =1
a2
Ga() = e(\z\z—GQ) lz| < a
0 lz| = a
= U,(0) =¢!
U,(z) < 1 (mdximo), por lo tanto
1
f@Va@)de] <3 [ |f)lds
R” € Jjz|<a
1
lim f(2)W,(x)dx| < - lim |f(z)|dz
a—0 R e a—0 |z|<a

Por definicion de dg :

_ — <

(6) = lir%

[REEE

Entonces 0 es una distribucién singular (&g, ¢) = ¢(0)

Traslacion de una Distribucion

Sea f(z) localmente integrable en R™ y a € R™ entonces f(x —a) es localmente integrable, entonces
podemos ver a f(z — a) como una distribucién

(f(x —a),¢) = (z — a)¢(z)dz

Rn
= | f(2)o(z +a)dz
Rn
= (f(2),¢(z + a))
En realidad (f(x), ¢(x + a)) define una distribucién.

a. Es un funcional lineal continuo.

b. Si {¢m(x)} es una sucesién nula, también lo es {¢,,(z + a)} entonces (f(z),d(x +a)) — 0
cuando m — 0

Entonces (f(z —a),¢) = (f(x), #(x + a)) define una distribucion.
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Ejemplo 19
Sea (g, ¢) = ¢(0) donde 5y = §(z) d¢(z) = 0(x — &)

=¢(0+¢)
= ¢(¢)

d¢(z) = 6(z =€)
= ¢(¢)

Expansién o Contraccién de Distribuciones

Sea f(x) localmente integrable. f(«x) es contraccion si a € (—1,1) con v # 0
f(ax) es expansién si |a| > 1 = f(ax) es localmente integrable.

(far).6) = | f(ar)o(r)da

+00 +o0

:J J flaxy, ... ax,)é(x, ..., xp)dey ... dxy,
-0 -0
1

(@)

Por definicién serd valido para cualquier distribucion.

Ejemplo 20

1. El dipolo eléctrico. La distribucion correspondiente a estas fuentes tiene la accion

(e 50 -2 e-3)

El dipolo unitario con eje en [ se obtiene cuando € — 0

1 € € d
tim |6 (64 51) =0 (¢~ 51)] :$
ds(l - ¢)
_ B=0)
$(€) = b¢(x)
= 5z — €)

El dipolo unitario es una distribucion singular.

2. La multiplicacién de una funcién infinitamente derivable por una distribucién.
a(x) localmente integrable y f(x) localmente integrable.
iSeréd a(x) f(z) localmente integrable?

No es localmente integrable.
Entonces pedimos que a(z) € CF(R™)
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Entonces a(x)¢(z) € C°(R™) con estas condiciones a(z) f(x) si es localmente integrable.

= (a(x)f(z),¢) = J a(x) f(z)p(x)dx

- . f(@)[a(x)o(x)]dz
= (f(#), a(x)¢(x))
Entonces (a(x)f(z), ¢y = (f(z),a(x)p(z)) para cualquier distribucién.
3. Sea a(x)d(x)
<a(z)é(z), ¢ > =< (), ap >
= a¢(0)
= a(0)(0)
a(0)d(x)

Derivada de una Distribucién

Sea f(x), f'(x) localmente integrables (f'(x), p(z)) = J f(z)¢(x)dx
Integrando por partes: u = ¢(x), du = ¢'(x)dx, dv = f’%{:;)dx,v = f(z)

entonces definimos las derivadas de cualquier distribucién como (f'(z), ¢(z)) = (f(z), —¢'(z))

Las derivadas parciales
o N _ (g 20
(31} ’ B ’ aSCZ

(DNf.6) = (=1)* (f,D*¢)

Ejemplo 21
1. Sea H(x) la funcién de Heaviside

1 >0

H(m):{o z <0

No es numerable en todo R, pero es localmente integrable
entonces H () puede verse como una distribucién regular
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COH'(2) = 8()

2. Sea f(z) = sin(x) localmente integrable

400

(sin, @) = sin(x)¢(z)dx

0

(sin’, @) = ((Zos, o)

Calculo para Funciones con Saltos

Tenemos que H'(z) = d(x)
<fo==-[ s
[ s@e@a- [ s

- —|f@)e()

[ r@ewa - (i@ - [ ro]

L z—a— r—at

= [ Jim @)~ m @]+ [ f@od

= —< lim f(x)— lim f(x))qb(a)] + : f(x)p(x)dx

T—a~ z—at
+00

= Af(a)o(z —a) + f'(@)p(x)dx

entonces en forma general para un nimero finito de puntos(con saltos) Ay, ... ,ak) tenemos que
k
=11+ Afid(x — a;)
=1

donde f’ es la derivada en sentido de distribucién, mientras que [f’] es la derivada clésica, sin
considerar los puntos donde la derivada clasica no existe.

Derivadas de Orden Superior

Un punto de discontinuidad en a = 0

fr=11T+Af(0)d()
=11+ Ar0)é(x)

="+ A" H0)6(x) + AFm2(0)8 (x) + ...+ AfO0)6™ )
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Ejemplo 22
1. Sea f(z) =e*

o) = {e;x x>0

<0
<fLo>=f(z)
= [T+ Af(0)d(z)

B —e® >0
e’ <0

< f"é>=[f"T+Af(0)d(z) + Af(0)d (z)

= [f"] + 25()
v e x>0
['la) = {e“” z <0

flx) = {COS(CL’) lz| <

0 |x| >

INIERNIE]

calcular f/, f” y representarlas graficamente.
S(x—5)+6(x+3)
3. Demostrar que (22 4+ 1)d§'(x) = ¢§'(x)
<ad,p>=<0,a¢ >
=<0, —(ag) >
=<0,—(d¢+ad) >
=< §,— (226 + (2% + 1)¢')) >
= —[2(0)9(0) + (0 + 1)¢'(0)]
= —[-#(0)]
= —[-d'(2)]
= §'(z)
usando 0(z) = ¢(0), ' (z) = —§'(0), < d(x), ¢ >= ¢(0)

Ejercicio 23

1. Dado que ¢(z) € CF(R") = {%gzﬁ(mx)} no es una sucesion nula
(=)A= {z e R*|4(2) £ 0)
|z| < k
|mz| < k
|z| < £ <k en donde z € R" y m — +
(«=)limmax |[D* (Lg(ma)| =0

1y 10
TR P00 = R i, OO
- 1 0 )
~ emn mmay Y
= max % (y)‘
#0

.". no es una sucesion nula.
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2. Probar que (D*f,¢) = (=1)* (f, D*¢)
Por definicién

K
(Df.¢) = é’le 6Knx ’¢>

< 5K2+K3+ +an ( )K15K1¢
2 )
(f:(
(=

oK2gy . . 0Kng,’ oK1
aK3+K4+ +an (_1>K1(_1)K28K1+K2¢
(9K1x3 ﬁK"x ’ 8K1x1(3K2x2 >

\’C\D’C¢>
D(f, D o)

3. Sea a(z) una funcién infinitamente diferenciable y f(z) una funcién arbitraria generalizada.

Mostrar que [a(z)f(z)] = a(z)f'(x) + d'(z) f(x)
(la(x)f ()], ¢(x)) = (a(z)f(z), —¢(z))

(
= (f(2), —a(z)¢'(x))
(f(z), =¢'(x)a(z) + d'(x)¢(x) — a'(x)d(x))
(f(z, =[¢(x)a(z) + d'(x)p(x)]) + (f(z),d (z)d(x))
= (a(2)f(x), p(x)) + (d'(2) f (x), ()
= a(z)f'(x) + d'(x) f(x)

Ecuaciones Diferenciales en Distribuciones

Propiedades Locales
Definicién 24

La distribucién f se dice que se anula en el conjunto abierto €2 si (f, ¢) = 0 para todo ¢ € C°(R")
con soporte en ). Dos distribuciones f;, fose dice que son iguales en {2 si f; — fo se anula en (2

Ejemplo 25

Sea (2 el abierto que consiste de todo R” sin el origen, entonces §(z) se anula en 2

Consideremos la siguiente ecuacién diferencial v’ = f en R

En el sentido de distribuciones (u', ¢) = (f, ¢)

Iniciamos con el problema homogeneo v’ = 0

Y peCERY (i) —0—> (u,—¢') = 0

—¢' funciones de prueba que son derivadas de otras funciones de prueba.

No es cierto que toda funcién de prueba se podra escribir como la derivada de otra.

Sea M € C(R) el conjunto de funciones de prueba que son primera derivada de funciones de
prueba.

Lema 26
+00

Sea ¢ € C°(R) donde ¢ € M siy solo si f o(z)dxr =0
—00

Prueba

(=)pe M = ¢ =V donde ¥ € Cf

" sw)ds = J " )

(7)
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(<:)\Il=f ¢(z)dx por (7) =0y pe CF — Ve Cf
derivando \IJ_’ooz o= e M &

Lema 27

+00
Sea ¢(x) una funcién fija (arbitraria) de prueba tal que f ¢o(z)dr = 1 entonces para cada
—00

o(x) € CP(R) existe una unica constante a y una tnica W € M tales que

¢(x) = ago(r) + ¥(z)
(u, ) = a(u, go) + (u, ¥)
Si u' = 0 entonces (u, V) = 0 donde ¥ € M

<U, ¢> =a <u7 ¢0>
= (¢, 9)
a= f_ o(z)dz
= <1>¢>

Deel (Lema 27) entonces la solucién v’ = 0 es una constante en el sentido de distribuciones
Con este resultado se puede determinar la solucién de v’ = f

(u, 9) = ¢ (1,0) + (up, 9)

Con (up, ¢) = —(f,x) y ¥ = X’ donde x = L U(s)ds

Formula de Green e Identidad de Lagrange

Teniendo a L = a;D? + ay; D + ag con D, ay(z) € C*(R)
Sean u,v € C*(R) entonces:

b b
J vLudr = f v[asD*u + a1 Du + agu]dz

a a

b
= J [azvD*u + a1vDU + agvu]dax

a

Integrando por partes hasta eliminar las derivadas en u

b
J ayv D*udzx

a

b
J arvDudzx

a

Después de efectuar estos calculos nos queda la formula de Green

b b b
f vLudx — J ul*vdr = J(u,v)

a

a a

L* = ayD? + (2ah, — a1)D + (ay — a} + ag) en donde L* es un operador formal autoadjunto
J(u,v) = as(ve’ — wv') + (a; — ab)uv donde u,v € C*(R)

Si L = L* entonces L es el operador formal autoadjunto.

En forma diferencial derivando respecto a a y b, entonces tenemos (haciendo b=x)

vLu —uL*v = < J(u,v) identidad de Lagrange

En que caso L = L*

/ /
20 — a1 = a1 = a9y = a1
" / . /Y
s, —a; +ap = ag = Gy —ay = 0
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cuando a), = a; se tiene que

L* = ayD* + dyD + aq
= D((IQD) + ag

Este resultado puede generalizarse para ecuaciones diferenciales ordinarias de orden p

L =a,(z)D? + ...+ a1(x)D + ap(x); ar(z) € C*(R)

d
Siu,v e CP(R) = vLu — ul*v = d—J(u,v)
T

b b b
J vLudx — f uLl*vdx = J(u,v)

a

a a

I
7=

L*v (=)™ D™ (amv)
J(u,v) = Z | Z (=1)*D*(a,,v)D’u

Cuando L = L* solo puede ser autoadjunto si L es par, si p es impar no puede ser autoadjunto. el
coeficiente principal de L es a,(x) y el de L* es —a,(z) # a,(x)
Para el caso de ecuaciones diferenciales parciales en R™ tenemos relaciones como:

vV — uV?v = V- (vVu — uVo)
J (vV2u — uV?v)dr = J n- (vVu —uVo)ds
0

r
A
v_&c%—i_ +0x721

L=V y L*=V? (también es eutoadjunto)
Para un operador lineal arbitrario de orden p

Lu = Z ax(z)DFu

|k|<p

L*v = 2 (=) k| D* (ayv)

|k|<p
J es muy complicado para escribir una forma general
T = ($1,...,xn) e R* y]C: (kl,...,kn)
Ejemplo 28
Sea x € R",p = 2, L = V2. Probar que L es autoadjunto
L:ag o(x)=0
: ao...010.‘.0(3€) =0

: ao...010...010...0($) =0

L ag..0(T) = ag..o20..0(x) =1

0? v

entonces L*v = — + -+ + —
ox} ox?

Soluciones en Sentido clasico, Débil y Distribucional

Consideremos la ecuacién diferencial ordinaria d_u = f(x) en Q = (a,b).
x

Si f(x) es continua podemos definir lo que es una solucién en sentido clasico.
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du
u(z) es una solucién en sentido cldsico de o= f(z) en Q.
T

Si u(x) es continuamente derivable en 2 y satisface la ecuacién diferencial.
Si f(z) es continua = es localmente integrable y es cierto que:

du b
Tolada = | J(@)ole)ds

- Lb ug'dr = f ’ fodw
—(u, ¢') = (f,9)

Donde f(z) € C°(R™) con soporte en Q y ¢ € C°(R™)

la integracién por partes w = ¢(x) dw = ¢'(x)dx dz = Cir 2=u

Si f es localmente integrable, entonces una funcién localmente integrable es una solucién débil de
du

— = f si y solo si satisface:

dx
- <u7 (b,) = <f7 ¢>

- L ug'dr = L fodz

También se puede interpretar la solucion en sentido distribucional de la siguiente manera:

Si f es una distribucién, decimos que una distribucién u(z) es solucién de d—u = f(x) siy solo si
x
~ {w, ¢(2)) = (£, ) para todo & € CP(RY).

du
%Zf(x)

(G0) = ()0
- <ua ¢> = <f<x>7¢>

Asumiendo ay(x) € C*, la distribucién Lu siempre existe para cualquier distribucién u

L= Z ar(x) D"

[k|<p
< Lu,¢>=<u,L*¢>

L* = ) (-)"Dkq

[k|<p

Lu=f

Entonces en distribuciones la solucién debe satisfacer < u, L*¢ >=< f, ¢ > para todo Ci°(R")

Definicién 29

Sea f localmente integrable, una funcién localmente integrable u que satisface (u, L*¢) = (f, ¢) se
llama solucién débil de Lu = f en

Teorema 30
Sea f(x) continua en 2 entonces:
a. Una solucion clasica de Lu = f en {2 es también una solucion débil.

b. Cualquier solucién débil en 2 que tenga p derivadas continuas es una solucién clasica.
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Demostracién

a. f continua = localmente integrable

Si Lu = f en

(Lu, ¢) = (

S

Lugdx

I
w > w2 =m0 Sk
-
=~
I
Y
8

= | wLrode + J(w.0)|
= | ul*¢dx
= (u, L*¢)

Entonces (u, L*¢) = (f, ¢), entonces u es solucion débil 0
b. Si (u, L*¢) = (f, ¢) por la formula de Green

— (u, L*¢) = (Lu, ¢)
— (Lu, ¢) = (f, )

:J(Lu—f)qﬁdx—o
Q

(Lu — f,¢) = 0 por linealidad de las distribuciones, para todo ¢ € C{°(R")

Necesitamos probar que Lu — f = 0, asumiendo lo contrario.

Existe un punto z, tal que (Lu — f)(x¢) # 0 (asumamos (Lu — f)(xo) > 0)

f es continua y como u es continuamente derivable hasta orden p

== Lu es continua y por lo tanto Lu — f también es continua

— existe una vecindad de § alrededor de z tal que (Lu — f)(x) > 0

Escogiendo ¢ tal que ¢(z) > 0 en esa vecindad, entonces (Lu — f)¢(x) > 0 en esa vecindad
contenida en €2 lo cual nos lleva a que | (Lu — f)¢pdr > 0 —<— .. Lu— f = 0= Lu = f en

0
), es decir u es solucién clasica. ]

Ejemplo 31

1. Sea xj—u =0 donde z e R

T
u(z) = H(zx) es una solucién débil

dH
<%’¢>

(G0t

= (0(x), z¢(x))
= 2¢(0)

= 0-9(0)

=0

Entonces u = H(z) es solucién en sentido distribucional, pero como H es localmente inte-
grable entonces es solucion en sentido débil, pero no existe solucion clasica en todo R.

ou

y (3_5131
Solucién clasica u(xy, x2) = g(x2)

2. Dado = € R? =0
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Solucién débil u(zq,xs) = H(xs)

()~ )

+00 +00 ja)
_ J Hi(wa) 5 ¢
-0 J—w T

+a0 +a0
— H(xq)dxs f 0¢ —dx;

—0 —0 8x1

T +00
= —f dzad(r1, T2)

—00 -

=0

Soluciones Fundamentales

Definicién 32

Una solucién fundamental para L con polo en £ es una solucién de la ecuaciéon Lu = §(z —¢) donde
& se trata como un parametro.

Consideracion 33

Se debe interpretar en el sentido de distribuciones:

Una solucién de Lu = 6(z — ) se denota por E(z,§)

E satisface Lu = ¢ si y solo si < E, L*¢ >= ¢(§)

L con coeficientes constantes, es suficiente encontrar la solucién fundamental con polo en 0 (E(x,0))
y con una traslacién obtener E(z,§) = E(x — &,0)

Ejemplo 34
d2
Determinar una solucion fundamental £ donde ¢ constante y € R para — T2 + ¢
d2
[ = ——
dx? t
Como los coeficientes son constantes es suficiente determinar E(x,0) LE = )(x)
—qlz|
Supongamos que E(z,0) = 62
q
Para probar que es solucién fundamental simplemente debemos mostrar que (E, L*¢) = ¢(0)
Sabemos que a; = -1 a; =0 ay=¢* = L*=Lyaquea,=a; =0
[+0
(E,L*¢) = EL*¢dx
J—o0
ro oo
= EL*¢pdx + f EL*¢dx
J—0 0
r0
— | ¢LEd:— J(E,¢ J SLEdx — )‘
J—o0
r0 —qlz| ‘1|5’3| +o0
= ¢L( )dm_‘]<E7¢)‘ + >dl‘— (Ea¢)
J—w 2q 0
0 '(0
O O AR B o+ﬁ+
2 2q
= ¢(0)
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Método de Elemento Finito

Para introducir el método consideramos un problema modelo, un problema de valor de frontera de
segundo orden

_% (p(x)j_z> + r(:p)u = f(x) a<xz<b
u(a) = A u(b) = B

donde p e C'[a,b] re Cla,b] fe L'[a,b]

plx)=C, >0 r(x)=0 Vze]la,b]

Mucho de lo desarrollado para este modelo se puede extender hasta problemas de ecuaciones difer-
enciales parciales, el método de elementos finitos aproxima la solucién de una ecuacion diferencial
en la forma de funciones (generalmente polinémicas) definidas por partes

Aqui consideraremos dos técnicas para la construccién de las aproximaciones del método de ele-
mentos finitos

(8)

Principio de Rayleigh-Ritz El problema de valor de frontera es planteado como un problema
variacional (restringido a problemas simétricos)

Principio de Galerkin Es una formulacion débil del problema de ecuaciones diferenciales, es de
aplicacion mas general

Definicién

Una funcién f : [a,b] — R se llama absolutamente continua si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal

n

que para toda familia {(a,,b,)} de intervalos disjuntos en [a,b] tales que Z (b, — a,) se cumple

=1
2|f a,)| <e

se denota por AC|a, b] al conjunto de todas las funciones absolutamente continuas en |a, b]

Propiedades
1. AC[a,b] < Cla,b]
2. AC|a,b] es un espacio vectorial
3. Sean f € L'[a, D]
7) = f f(t)dt = F € AC[a,1]
4. ACla,b] < BV]a,b] V: variacional acotado
5. Sea f € AC|a,b] = f es derivable en todo punto de [a,b]

6. Sea f € AC|a,b], supongamos que f' = 0 casi todo punto = f es constante en [a,b|
7. Sea f € AC|a,b] = f(z f f(z

Definicion

Para un entero positivo k, definimos el espacio de Sobolev H k(a, b) como el conjunto de funciones
reales v, definidas en [a, b] tal que v y todas sus derivadas de orden hasta k — 1 son absolutamente
continuas en |a, b]

k dkv 2
v = — € L' (a,b)
dx
vel(at) — fol,= Il

1/2

= (J |U(:U)]2dx) <+
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equiparamos H k(a, b) con la norma de Sobolev

1/2
nn2
ﬂmW=(;MM@W)

los espacios de Sobolev H'(a,b), H' (a,b) seran muy importantes en estd introduccién al método
de elemento finito
H'(a,b) sive H'(a,b)

ve AC|a, b]

ve L'[a,b]

1/2

2 (1)
ol = (I, + o

2>
L2

1. Dados A, B ntimeros reales. H' (a,b) denotara el conjunto de funciones v € H'(a,b) tal que

v(a) =Aywv() =B

Definicion

2. H!(a,b) denotard el conjunto de funciones v € H'(a, b) tal que v(a) = 0y v(b) =0

Principio de Rayleigh-Ritz y Galerkin

El principio de Rayleigh-Ritz consiste en convertir el problema de valor de frontera, (9) en un
problema variacional que involucra la minimizaciéon de un funcional cuadratico en un espacio de
funciones

definamos el funcional cuadrdtico J : H. (a,b) — R de la siguiente forma

7w = 5 [ [poey +rww] do - [ @t

a

consideramos ahora el problema variacional.

Determinar v € H! (a,b) tal que J(u) = min J(w)
weH (a,b)

a este problema variacional lo llamaremos el principio de Rayleigh-Ritz

b
definiendo A(w,v) = f [p(z)w'(x)v'(z) + r(z)w(z)v(z)] dx
recordando el producto interior en LQ(a, b)

(w,v) = Jb w(z)v(z) do

a

entonces J(w) = %A(w,w) — (f,w) donde w e H! (a,b)

la aplicacién A : H'(a,b) x H'(a,b) —> R es funcién bilineal.

Principio de Galerkin

A la identidad A(u,v) = (f,v) Vv e H!(a,b) se le llama principio de Galerkin

Teorema

Una funcién u € H! (a,b) minimiza J(-) en H! (a,b) si y solo si A(u,v) = (f,v) Vwve H(a,b)
el principio de Rayleigh-Ritz se cumple si y solo si se cumple el principio de Galerkin.
Demostraciéon

= Asumimos u € H/ (a,b) minimiza J () en H (a,b) o sea que J(u) < J(w) Vwe H! (a,b)
w=u+ veH|(ab) AeR
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como u € H (a,b) = w e H/ (a,b)
A > 0y v puede ser positivo o negativo

J(u) < J(w) = J(u+ )
= %A(u+/\v,u+)\v) — (f,u+ Av)
= % [A(U,U) + MM (u, v) + MA(v,u) + )\2./4(1),1))] —A(f,v) — (f,u)
= %A(u,u) — (f,u) + A A(u,v) + %)\QA(?}7U) — A{f,v)

J (u)
_ () + AL, 0) — (f,0)] + %AQA(U, )

L 0< AA(w ) — (f,0)] + %AZA(U,U)
L 0< Al o) — (f0) + %AA(@,v)
tomamos el limite cuando A — 0
0< Alu,0) — (f,0)

ahora consideremos que v = —v
1
— 0< —A(u,v) + (f,v) + 5/\./4(@,1))

tomando lim A — 0

—A(u,v) + (f,v)
'A(uv U) - <f7 U>

~A(u,v) = (f,v) =0 VYve H(a,b) O

0
0

A\ARW/AN

Principio de Galerkin y Problema de Valor de Frontera
Definicién
Si una funcién u € H’ (a,b) satisface el principio de Galerkin, se dice que es una solucién débil al

problema de valor de frontera (9) y el principio de Galerkin es referido con la formulacién débil
del problema de valor de frontera (9)

Teorema 14.2

Siue H (a,b) n H ' (a,b) es una solucién débil del problema de valor de frontera (9), entonces u
es una solucién débil de dicho problema, es decir A(u,v) = (f,v) Yve H!(a,b)

Demostracién
i [ o= s
u(a) = A u(b) = B

multipliquemos la ecuacién diferencial por v € H/(a,b)

_dix lp(x)%] v(x) + r(z)u(x)v(x) = f(x)v(x)
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b d du b b

integrando f o [p(:):)d—] v(x)dr + J r(z)u(x)v(z)dr = f f(x)v(x) dx
a X X a a

integrando por partes una vez

0

/__&

[t s vwrds = o+ [ ontvds w =) == —pio) 5
- f ey da w=v  de= [p(x)z—;j] da

entonces
b

b b
J p(x)u (z)v'(z) de +J r(z)u(z)v(x) de = f f(z)v(z)dz Yve H(a,b)

a a

| b @@ + rwu@@lds = | f@pds

a
.

v~

A(u,w)
= <f,1)>
CA(wv) = (fv) VeeH(ab) O

lo inverso del teorema 14.2 no es cierto en general al menos que u sea lo suficientemente suave

Teorema 14.3

El problema de valor de frontera (9) posee a lo mas una solucién débil en H! (a,b)
Demostracién

Supongamos que u,w € H/ (a,b) son dos soluciones debiles diferentes al problema de valor de
frontera (9)

u—we H!(a,b)
(u—w)(a) = u(a) — w(a) (u—w)(b) = u(b) — w(b)
= A— A = B-—B
=0 =0

por ser soluciones debiles, en particular v = u — w
Alu —w,u —w) =0

como p(z) = C, >0y r(x) =0

b
> f C,(v") +r(x)v | dx
a ~——
B >0
rb )
> COJ (V') dx

— Alu—w,u—w) =0

> COJ [(u—w)] dx

:Lb[(u—w)’fdx: 0

(u—w)" = 0 casi todas partes

como u,w € H!(a,b) entonces son absolutamente continuas
u — w también es absolutamente continua

si (u—w)" =0 en casi todo punto = u — w = cte en [a, b]
(u—w)(a) =(u—w)(b) =0= u—w=0en [a,b]
Tu=w L]
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Formulacién del Método de Elemento Finito

, . ., ., . h
El método de elementos finitos se basa en la construccion de una soluciéon aproximada u al
. . . . ., . . ., . h
problema mediante la minimizacién de J () en un subespacio de dimensién finita S_ de H! (a,b)

donde S! = H' (a,b)

. . h . .2 .
una manera sencilla de construir S es seleccionando una funcién ¥ € H’ (a,b); por ejemplo

_B-A

U(z) —

(x—a)—l—A/\If(a)zA A V(b)) =B

y un conjunto finito ¢ () (j =1,...,n — 1) linealmente independientes en H!(a,b) para n > 2,
entonces definimos

S, = {vh € H (a,b) : vh(x) = U(x) +Z v, (x) v=(v,... ,vnl)T}

veR", v, son los coeficientes de la combinacién lineal
asi se plantea el problema de aproximacion de Rayleigh-Ritz: determinar u' e SZ tal que

7 ()= in 7 ()

w

Teorema 14.4

Una funcién u" € SZ minimiza J(-) en SZ siy solo si A (uh, ’Uh> = <f, vh> Vo' e S;L
n—1
Sﬂaﬁﬂ::{vhefﬁ@Lb):v%x)=:§:vﬂ%uj}

al problema de determinar u" tal que A (uh,vh> = <f, vh> Vo' e SS se le llama problema de

aproximacién del principio de Galerkin (método de Galerkin)

Definiciéon

Las funciones ¢, i =1,2,...,n — 1 se llaman funciones base de Galerkin

Teorema 14.5
. ;. ., h h .. . h h . .,
Existe una tnica funcién ~ € S que minimiza J(-) en S, este v se llama la aproximacion a u(z)
. . . ;. ., h h . h h h
de Ritz. Equivalentemente existe una tinica funcién u' € S que satisface A <u , U ) = < f,v >

h . . ., . . . . .
este u se denomina la aproximacion a u de Galerkin, las dos aproximaciones coinciden.
Demostracion
Probemos aplicando el principio de Galerkin

A(uh,vh> = <f,vh> VvheS:

observemos que
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entonces A (uh, %) — (f,¢,) ya que v" es arbitrario
n—1

buscamos u" = U(z) + Z u,; ¢, (x) donde u, son los coeficientes

= (f,p,) i=1,...,n—1

n—1
AT, ;) + A (Z w50, | = (e,
=1
n—1
Du, Ale, +) = (f.0)
=1

extendiendo (f,p,) — AV, ¢,)

<fa 901> 7‘/4(\:[]7%01) = A(SO17901)U1 +A(S0274p1)u2 +"'+A(90n—17901) U, _4

(fron 1) =AW, 0,_) = Ap, o) u + Aoy, 00 )ty + ..+ Ao, 00 ,) U,

asi obtenemos un sistema lineal de n — 1 ecuaciones con n — 1 incognitas Mu = b

A(@l? @1) s A(Son_17(101) Uy <f> 901> - A(\D? 901)
M = : : u= | : b= ;

A(QOU 90n71> s A(@n—l’ (pnfl) U,y <f7 ()On71> - A(\Pa ()071,71)

como A(-, -) es simétrico, entonces A(p,,p,) = A(p,,p,) = M es simétrica
ademas M es definida positiva

n—1

" z; UjA((IDj7 901)
1 1=
(vy,...,v, )M | + [>0 v Mv=1v"
v n—1
> vAle,, e,
L i—1 i
- o _
A (Z vjsoj,<p1>
. i=1 .
n—1
A (Z v]-%,wm)
i—1

i=1 j=1
n—1 n—1
= A Z /Ujgpj Y Uz(pz
j=1 i=1
h h
= A(U U
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. o . -1 .
M es definida positiva = M = existe
el sistema tiene una unica solucién

Mij = A(@m@%)

ab b
b= [ redo- [ Vg + @l O

Funciones Base Lineales en Una Dimension

Se efectua la particién de mallado de la regién, un elemento con nodos en z, |, y z,

en general los elementos pueden ser de diferente tamano z, —z, , =h, i1=1,...,n—1

T —T,
— x <z <u
hi 1—1 1
_ )z, —x
g (r) = {27 4 g <
h i i+1
i+1
0 en cualquier parte
T, —
r,<r<x
0 1
900(:13): h’l
0 x> T,
(T, — X
T, <T <X,
h,
_ Jr, -
pi(x) = { =2 r, <x<uI,
h2
L0 T > T,
.
0 T, <x<x
T —x,
T, <r <z,
(@) =4 .M
2 Ty, — T
T, <<,
h3
0 T > x,
\
0 T, <r<zx,
r)=<LT—
() L cp<w
h n—1 n

n

observemos que V(z) = Ay, (x) + By, (r) donde ¥(x) € H! (a,b), cuando hacemos la combinacién

n
lineal Z a,p,(z) obtenemos una funcién lineal continua
i=0

0 |i—j|=>2

# 0 en otro caso

o, (x)p,(r) = {

Ejemplo

{—u”+u= <1+72>sinmﬁ 0<z<l1

u(0) =0 u(l) =0
p(x) =1 r(z) =1
Mu=1"5
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= A(p,, ;) U= Apy(x) + By, (z)
- [ (2)¢ () ()¢, ()] da -0

1

rl
— (1 + 7r2> sin Ty, (x) dr — f [V, + Vp,]| dx
0 0

rl ) 1
<1 +7 ) J sin Tz, (x) dx
0 0

J

M es tridiagonal
dos elementos

2
h
u' =) up,(v) M = [A(p,, 0))]
i=0
M,u, = b,
1
= ul@l(*r) = J [(90,1) +()01] dx
0
1 N
b, = J (1 +7 >J o, (z) sin mx dx
0 0
b,
U, = M M, u, = b1
z—0 1
1
i U<r<g , 2 0<w<=
¢, (x) = 1355 1 <P1($)_
T —<z<l -2 —<z<l
= 2
2
1 , 1
M, = J (4+4x ) dx—i—f 2(1 — z) sin rx dx
0 1/2
13
-3
, 1/2 1
b= (1+m7 ) J 2z sin mcdx—i—J (2(1 — z) sin Tz dz
0 1/2
4
= 5 +4
T
4
— +4
U = 3
3
~ 1.016
6 elemerlltos
u' = Z u,p,(z) yaque A= B =0
i=1
M, M, O 0 0 u, u,
M2l M22 M23 0 0 u2 u2
0 M,, M, M, 0 Ug | = | Us
0 O M43 M44 M45 u4 u4
0 0 0 M, M, u, u,
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Funciones Base Cuadraticas

(z —

xl)(‘r — $2>

Yo ($) =
0

(xo - xl)(xo

_I2)

0

( (CC — .’L‘O)(l‘ — xl)
(CE2 Lo )ALy I)
ng(x) = { (:L‘ —1'3;533’ —QZ43
(z, —x,)(z, —x,)

L0

(0
. (I_*T2)<I I4)
@3(37) - { (1}3 —$2)<I3 I4)

\0

0

¢, (r) =

Funciones Base Cubicas

Insertamos dos nodos en cada elemento
no cambia la forma de la aproximacion

u'(z) = Duglr)  Mu=b M,
=0

N
8

Ty ST

8
WV
8

8

la mejor estrategia es efectuar integracion numérica, la mas utilizada es la cuadratica gaussiana

Ejemplo

Cuadraticas, dos elementos

como u(0) = u(1) = 0 entonces no nos interesan ¢, ¢,

Y1 (I) =

El Andar del Borracho
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x(q:—i) )

1 1, 0<s2<j3
PO=1ETHAY

(i—o)(i—%) §<SC<1

:{8x(x—}l)

8z(x — 3)(z — 1)

0 O<x<%
py(2)={ (@—3)(x—-1)

(%_%)(%_1) §<$<1

Consideremos un problema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden con condiciones
de frontera mas generales

d d
aQ(x)—ij + alﬁ +a,(r)u=f(r) O0<z<l
du(0
0 d%‘ +/80u(0) =%
du(l)
kal d.r +/80u(l) :le

oy, By, @, By, 7Y, son constantes
Determinar la formulacién débil del problema

: d’u du !
— — dr = d
Jo [%(x)dxzv + a, dxv—i—ao(x)uv x L f(z)vdz

l d2
integrando por partes J aQ(:c)—l:v(a:) dx
0 dx
w = a,(x)v(x) z = Z—Z
, , d’u
dw = [a,(z)v(x) + a,(x)v'(x)] dv dz = de
sustituyendo
I 2 I I
d d d
J, wgvie = a@uf] - | @ o g
sustituyendo
l ! I I I
a,ou| — J (alv + a,v")udr + f a,u'vdr + J a,uv dx = f fvdx
o Jo 0 0 0

l ! !
f [a,u'v" + (a, — a))u'v + a,uv] dx + a,ou’| = f fvode  w,ve H'(0,])
o Jo

0

lo cual es la formulacién débil, observemos que

l

= a0 D) = e, 00 0

a,vu’

buscamos determinar u; u(0), v(l) son también desconocidas, de las condiciones de frontera

u’(O) _ Yo — 60“(0)
u'(l) _ " 6?”“)

Q,

entonces
B,

(67

a0 - 000 | 2 - Eugo)

l aO
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entonces la formulacion débil es
l

0 l l 0
J [—a,u'v" + (a, — a))u'v + a,uv] de + Mu(O)U(O) _ 4l )%u(l)’u(l) = J f(x)vdx + 22(0)%
0 G, o7 0 &,
l
. a2< )%U(D
al
h N h N
w'= Y ue () vo= ) ve(x)
= =1
u' 0" e S" < H'(0,1), sustituyendo
I
a,(0 a,(l
[ reeiel + @ = e+ apio e+ 20 0)6,0) - 220,01, -
0 0 l
I
a,(0 a,(l : ,
ffgpjda:—k ()%gpi(())— ()gpl(l) t=1,....N j7=1,...,N
0 Q, Q,
Mu =b
- l % Y
a, (0 a,(l
M, = f [—a,¢l¢) + (a, — a))p,p, + a,p,0,] dz + . )%(0)%(0) - % {(De; (D)
0 0 l
]
0 [
o= [ roar+ =00 - =)
0 &y l
b,
i 11 12 1N ] i ul | i bl |
21 22 2N u2 b2
M(N—l)l M(N—1)2 M(N—l)N Un_y bN71
| My, My, M, 1L U~ | | by |
i a (0)/8 ] 7 CLQ(O)’}/
K11+ 2040 ° K12 1IN [ u, T b1+7 a, °
KQI K22 KQN u2 b2
— : : : : = :
K(Nfl)l K(N—1)2 K<N1)]ZZ)B Upn_4 bN—l(l)
a u — a,(l)y
KNl KN2 KN(N—l) KNN - % S bN - 20& l
| | L A

Problemas Fisicos Asociados a la Ecuacion Diferencial Ordinaria de

Segundo Orden

Las ecuaciones constitutivas se determinan generalmente en base a los experimentos, son modelos

matematicos

Flujo o0 = k2 donde u es la variable de estado, y k el médulo del material

aplicando la ley de conservacion del flujo

El modelo se completa considerando fuentes internas que se asumen de la forma a,u y otras formas

. ., Uu
de transferencia como la convecciéon a, —

conduccion
conveccion, se mueve a una velocidad a,

entonces ——
dz

d(k:

@
dz

dz

) du
+ a,

El Andar del Borracho
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Principio de Conservacion

do
i f(x) ena<zxz<b
b
ob)—o(a) = | fdx

se define el salto en el flujo en un punto z € [a, b]

lo(2)] = lim o(b) — lim o(a)

bzt a—z"

es claro que si f(x) es continua = [o(z)] =0
Ejemplo

Determinar la formulacién débil del siguiente problema

f—i[l{(az)%] g )Z—“w( Vu() = f(z) weQ i—1,2,34

=0 enr =,
d .
- Hk(z)iﬂ =f enr = x,

k(a:)— =0 enr = x,

K'(z) no existe en x,

=be(m)dx
Jf d:c—i—ff 0z —x,)dz

Determinar una solucién cldsica en encontrar u(z) que satisfaga la ecuacién diferencial, las condi-
ciones de frontera y las tres condiciones en el salto en el flujo. Veamos la formulacion débil del

problema l |
fo l_g (ka> + (@ )Z_Zer( Ju(z ] v(z) dx :L f(x)v(z) d

integrando por partes

d [ du
w = v(x) z " < dx)
du
o d = —k
w' = v'(x)dz z .

Ziy1 Tit1
J < ) v(x)dr = —kvu +J ku'v' dx

3 Tit1
Z ( ke v[ i J "kl d:zc) ZJ (ku'v' + cu'v + buv) dm—ZJ fodx
N 3 (T
z+1 ZJ (ku'v —i—cu'v—kbuv)dx:Zf fvdx
i=0Y%;

i( ku'v|”

=0
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(2, v(a,) = (<R (0)0(0)) = k! (2, )0 () — (—h () Jo(a)))

et (2 o, — (ko (20 (2))) = k! (Oo(l) = (=l (2] ()
+ 23: JIM (ku'v" + cu'v + buv) dz = ZJ fvdx

l
= —(=k,u(0)0(0) = [=ku'(z)) Jv(z,) = [ -kt (z,) [o(z,) = [—ku'(z,) Jv(z, )o—kyu (Do (1) = f fodz

0

0 7 0
u/<0) _ Yo _§OU(0> ’LL/(O) = T _alu<l)
entonces
. !

entonces la formulacién débil del problema es

kB,

l

J (ku'v" + cu'vuv) dox — k1B u(0)v(0) —

0 o

:wam+fm )+ 50y (0) - By

a, Q,

N N
u,v e H'(0,1) ueS cH uh=Zuig0i thZu
i=1 i=1

Anilisis de Error (A Priori)

Lema de Cea

. L , .
Supongamos que u es la funcién que minimiza J(u) en H! (a <,b) o equivalentemente que u

satisface el principio de Galerkin, y que u" es su aproximaciéon de Galerkin obtenida minimizando
J()enS" oA uh,vh = ,vh Vo' € S entonces
E 0
A(u—uh,vh> =0 Yo'e SZ
A(u—uh,u—uh) = min A(u—vh,u—vh)
vhesg

h

Error=|u — u |

A(:,-) define un producto interior en H!(a,b)

A(u,v) = J [p(z)u'v" + r(x)uv] dx

a

h h . . h . h
entonces A (u —u ,v ) = 0 significa que u —u es ortogonal respecto al subespacio S, por eso a

la ecuacién (9) se le conoce como principio de ortogonalidad de Galerkin

Interpretacion Grafica

H!(ab) S cH — wueH,  VeH  4'€S
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Proyector de Ritz
Sea U(z) = Ag,(x) + By, ()
R": H!(a,b) — Sg
Uu—U —y — U

Demostraciéon
Por el principio de Galerkin A(u,v) = (f,v) VYve H

en particular A (u,vh> = <f, vh> Vo' e Sg c H]

por el método de Galerkin A (uh,vh> = <f, vh> Vo' e SS
—A (uh,vh> - A (uh,vh> = <f,vh> -0 Vo' e S:;
=A <u — uh,vh) =0 W'e Sg

h h
tomemos v € S .

h

Al w) = At
— A(u—uh,u—uh> +A<u—uh,uh—vh> +A<uh—vh,u—uh>
—i—A(uh—vh,uh—vh)
- A(u—uh,u—uh> +2A<u—uh,uh—vh> +A<uh—vh,uh—vh>

h h h h
—v,u—u +u —v

por la simetria de A, como
h h h h h h . . . . .
u —v eSS = A (u— u U —v ) = ( por principio de ortogonalidad de Galerkin
— A(u—vh,u—vh> =A<u—uh,u—uh> +A<uh —vh,uh —vh>
como A (uh —"u" =" ) =0
h h h h h h
entonces A (u—u ,u—u > <A<u—v JU— v > Vo e S_, por lo tanto (10)

se define la norma energfa | - |, en H!(a,b), asi

ol = [Aw,0)"

|

h . . .z h .z 1. . .
(10) prueba que u~ es la mejor aproximacién de S_ a la solucién débil u € H' (a,b) cuando medimos
el error de la aproximacion en la norma energia

1/2

[ o + ey ao}

a

h h

= min |u—v

h_ah
A
vESE

Ju—u
A

ahora una pregunta muy importante es como el error u — u" depende del tamano de la subdivisiéon
h en |a,b]

para analizar esto necesitamos introducir el interpolante del elemento finito I "ue S;

(I"u es interpolante de u € H: (a,b))

por ser interpolante

h h h h
tomando v =1 ue SE, entonces Hu —Uu
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Teorema 14.7

Supongamos que u € HQ(a, b) n H! (a,b), y sea I"u el interpolante del elemento finito en S}Z,

entonces tenemos las siguientes cotas de error

: o\
g i " .
Hu—] U,‘Q < |\ =) IWlee o) i=1,2,...,n h,=zx, —zx,_
L*(z,_y,x;) ™ i—1"
/ Ry "
3
u' = (I'u) < 2'lzg, )
2 i—1
L (a:i_l,:pi)
Demostracién
Consideremos el elemento [z, ,,z,] i=1,...,n

definimos ((z) = u(z) — I'u(z) z €z, ,, ]

i—17 %4

entonces ((z) e H (z, ,,x,) con ((x,_ ) =((x,) =0

aplicando resultados de convergencia en series de Fourier, estamos seguros que ((x) puede ex-

pandirse en series de Fourier de la forma

+o0
[
((z) = Z a, sin W(mlh Ti) re [z, ]
k=1 i
1+ +00
z; z; kr(z — (e —
— ) |C(x)|2dm = 5 Z a, sin W(xh. Ti) Z a, sin m(@ h.xl ) dx
i—1 i-1 k=1 i =1 i
T, 400

I
—
D¢
8
]
o
o
wn
=]
w
3
s
|
s
L
wn
=)
=y
]
|
B
L
Q
)

Ti1 k=1 I=1 i i
G k) )
= a,a, sin . sin ; dz
k=1 Ti 1 i i
T —z,
tmmamdotzh—H hydt =dr t=0—t=1

+00 !
= h, Z akalJ0 sin kmt sin [t dt

k=1

+00

h, 5

= 9 Z @, a0y,
=1

kil=
+00

2
24

no | S

ya que

7r .
donde @, — es un nuevo coeficiente

h,
+00 2
km km(x —z, )
" _ : i—1
("(z) = k:E 1 a, <_hi ) sin ————

2
2
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y entonces

C(2)=u—TI"u
Si I"u es polinémica de primer grado —> (”(x) = u”(z), entonces se obtienen las cotas de error
del teorema

7, . , h\
[ wore =@, =@, < () e,

T, 4 T 1,932) L i—1 7,>
2 h\°
=1l < (%) wel,
~— L(z;_q.; v (®;_1:2;)

ademds si I"u es interpolante de segundo grado ¢”(x) = u”(z) entonces

h/‘ 3
i "
< (%) W,

. 3
pero ahora se necesita que u € H (a,b) n H (a,b)

h
Hu—]u

2
L% (y_1,%;)

! 1
f sin k7t sin Intdt = f cos kmt cos Int dt
0 0

. . h . ., .
se puede entonces generalizar: si I v es un interpolante polinémico de grado m, entonces

h m+1

i (m+1)

< (= u (x)

Lz(ac- ,T ;) T Lz(ac z.)

=171 =17

h
Hu*] U

conue H" ' (a,b) n H' (a,b), si

1

c= m+1

(m+1)
max  ||u (x)
xe(wi_l "y )

2
Loy _q0my)

N

ch:_"+1 m de grado I"u

h
entonces |u — u

2
L7 (@ _q1,y)

se puede probar que

en la norma energia | - |,

Hu —" < khzn mde grado I'u
Az _p,m;)
h
e, = Hu —u
(@;_1,%)
tomamos h = max {h, }
Hu B uh < l{jhm+1
L2 (a,b)
h m
Hu —u < kh
A(a,b)
lnHu—uh <(m+1)Inh+lne O

en un punto x,

El Andar del Borracho Editado por Mauricio Zelaya Aguilar



Elemento Finito 34 Jorge Destephen Ph.D.

Corolario 14.1

Supongamos que u € H2(a, b) n H! (a,b), entonces

2 h\° h\* 2
< ) P+ |-L) R} |
A Z_Zl {(ﬂ-> ' (ﬂ-) Z} H HLQ(””FP%)

donde P, = max p(z)y R, = max 7(z)

zelz, ;] zelz, ;]

Hu —I'u

Corolario 14.2

Supongamos que u € H’ (a,b) N H' (a,b), entonces

< ) P+ (=] R, g
4 ; {<7T> ' (ﬂ-) 1} Hu HLZ(IPl’Ii)

Hu — Ihu

donde P, = max p(z)y R, = max r(z),y ademéds
zelz, ;] zelz,_, ;]
1/2
h, b\’
I <—i{P+(—)fﬁ» [,
A m m (a;b)
pP= R = h = h.,
max p(z) max 7(z) max

Anilisis de Error (A Posteriori)

Consideremos el problema de valor de frontera

—(p(x)u) + q(z)u’ + r(z)u

I
~
&
S
A
8
A
SH

u(a) = A u(b) = B
p,qe C'(a,b) fe L (a,b) p(x) = ¢, >0
r(z) — %q’(x) < ¢, > 0en/a,b]

b
entonces A(w,v) = J [p(x)w'v" + ¢(x)w'v + rwv] dx

la formulacién débil consiste en determinar u e H'(a,b) tal que A(u,v) = (f,v) VYve H(a,b)

en terminos de pardametros de la malla A, y de la aproxi-

el objetivo es cuantificar Hu —I"u
L2 (a)b)

macién u" en lugar de hacerlo en terminos de u

para hacer este andlisis de error se considera el problema auxiliar

{_(p(x)zl)' + (q(z)2) +r(x)z = (u — uh) () a<xz<b
z(a) =0 z(b) =0

este es llamado el problema dual o adjunto, se encuentra que

v 1/2
<7(§¢R@ﬁ >w2
T ) £2(0,1)
L7 (@ _q5y)

i=1

h

Hu _u
2 (ab)

con R (u") (x) = f(x) - t— <p¢r)<uh)')/4-qpx)(uh)'4-r(x)uh] que es el residuo del elemento

finito

El Andar del Borracho Editado por Mauricio Zelaya Aguilar



Elemento Finito 35 Jorge Destephen Ph.D.

Lema 14.1

Supongamos que z es la solucién débil del problema dual (14.33), (14.34), entonces existe una
constante positiva k£ dependiendo de p, ¢, r solamente tal que

"]z, < K fu—u’
L” (a,b)

L2 (a,b)

1 1 / , o 1/2
conk=— |14 ——— (| +qf’, + I I
¢, min{c,, ¢, }

con estos resultados obtenemos cota de error que se pueden calcular después de obtener la aprox-

imacién
1/2
ko = 2
2 T
L%y _1o4)

Ju—u

= k, (Z: n R (u)

este resultado (14.43) nos permite definir criterios de paro

L2 (a,b

< Tol

? (a,b)

1/2
) < Tol
L2 (I,L‘,l sTy )

h
uUu—u

; (2 [ (o)

y elemento por elemento

Ejercicio
1. Ejercicio 14.1

v(x)zjxv’(f)df UEH/EO(CL,b) z € [a,b] H;O(a,b)z{veH’(a,b):v(a)=O}

a
2 b 2
@I, = | @ d
L” (a,b) a
b T

S RIRGE

recordando la desigualdad de Cauchy-Schwarz | (w, z) | < ||w| | 2|

2
dx

b
producto interior en LQ(a, b) : (w,z) = f wz dzx, entonces
a

2
2 2
<1, W,

L” (a,z)
2
< @- O,
(a,b)

|REGL:

a

entonces

@), < f (z—a)||’, dv

2% (ab) a L* (a,b)
b

-, [ e-ad

L (a,b) a
b
2
-
L2 (a,b) 2
a
_ MH I
N 2 v L?(ab)
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) —pu” +ryu=f(zr) p,>0,r,>0 feC4[O,1]
| u(0) =u(1) =0

(:E _‘I’ifl) < 1 <
i I T - X, I T XX
h 1—1 i / h i—1
() = ¢l (z) =
1
(xiﬂh x) T, <z _E T, ST
Mu=25
1 1
M, = f (o)) + To0,p;) da b= | fe dx
0 0
1 1 z T2 1 (x —x)2
M, = L (%ﬁ*‘%ﬁ) da:+Ll (p0?+r02T dx
B 2p,  2r,h
BRE

M,=M, i=2,...,n—-1
kX%
por ser p,, r, constantes

1
M, = f (PP, ) + 1o, ,) da
0

N

h 6

M es simétrica ya que A(-, -) es simétrica

ij i

observamos que la matriz es tridiagonal

M12 - Mz‘(z‘+1)
= M(ifl)i
I
h 6
_Q—Z()+2r°h —%+@ 0 0 o | . )
p() + Toh/ 2p() + 2T0h p() + r()h 0 0 U:l <f;g01>
0 0 )
Doy o ,
h G : :
0 Dy M 2& 2r, b | L%t | _<f, P, >_
. o ; -

B - h
Dy . Toh 2p, 2r,h Dy T
entonces (—ﬁ - %) u, | + (TO + TO u, + <—ﬁ + EO) U, ={f.p)

u, . — 22U, +u, w, . +4u. +u, 1
entonces —po( Gl h; 1) + 7"0( = 6l 1) =3 (f, )

formulacién tipica que resulta en el método de diferencias finitas
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procedemos a calcular (f, ¢,)

o) = | f@)e(z)de

[
hS
5
=
ﬁ
+
bl
&
0
|
ﬁ
~—
+
QL
K

1 (l‘ B xi—l) / (17 — xz)g (ZE -7 )2
- E{f(xi) o ) b
i [(m —4xl>4 NG —Sxf . ]} i
. {_ o) f,@)[(x—gx) _h<x—2xz>]

"(z,) (h® K 5
:hf(xi)+0f’(xi)+#<ﬁ+ﬁ>+(’)<h>

1 n’

= (L) = fl) + 5 (z) + O (h )
= — Dy (uiﬂ _ 2}:22 + ui+1) + 7, <Ui71 - 42? - Uiﬂ) = f(‘rz)

+ %hzf"(a:i) +0 <h4)

(ui—l - zuz + U, 1) (ui—l + 4uz + u, 1)
Ti = =D e =+ Ty 6 -
- h—Qf”(x.) +0 (h)
12 !

./ . . 4
de la ecuacion diferencial —p,u + r,u” = f”, entonces

2 2

%f”(wi) +0 (h4> = % (—p0u4 + Tou”) +0 (h4>

- B o (1)

DT
h2
expandiendo _p02 u' en series de Taylor este término tiene también O <h4>
— h—Qf”(x )+ 0 (h) _k, W' (z) + O (h)
12 ‘ 12°° ’

,
si M = -~ max u"(r) entonces max (u(a: —u (:1:)) < MK
12 z€0,1] 0<i<n ‘ ‘
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Problema de Valores de Frontera en Dos Dimensiones

Conceptos Necesarios

ou,  Oun
Gradiente Vu(zr,y) = —it+ —7
(@,y) =+ 2
u campo escalar
2
u: R — R
(2, y) — u(z,y)
Vu campo vectorial
Vu: R — R’
(.CL’, y) - V'LL(.’L‘, y)
Derivada direccional
0
% = Vu-n
0 0
= Peoso + Y sing
ox oy
Flujo
Q2 regién 0N frontera de € o flujo (campo vectorial)
g, =0-n szf 0,(s)ds flujo neto en dw
ow
en una region rectangular
w tiene area AzxAy
Divergencia en P,
Definicién
fluj t do la front
lim —2 20 CIUZANCO a TIomera divergencia del flujo en P,

w—0 area de la region
en el caso de la region rectangular tenemos
Flujo neto = Ay(o, + Ao, —0,) + Az(o, + Ao, —0,)
= AyAoc, + Az Ao,

area de la region=Ax Ay

I AyAc, + Ar Ao, , o, T o,
ol Az Ay = Ao Az A;IEO Ay

Az Ay—0
oo, N do,
ox o |p
= divo(P,)

se denota como dive oV - o

0~ 0~
a_:L’Z + a—y
o= aj + Jyj
do, Jdo,
ox * oy
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V - o flujo neto en un punto
ﬂujonetoenQ:Zﬂzf V.-odA (dA = dxzdy)

este flujo neto en (2 es igual al flujo neto cruzando 052

V-odS (60, =0-n)
o0

entonces J V-odA = J o-ndS teorema de la divergencia de Gauss
Q o0

Desarrollo de Modelos en Ecuaciones Diferenciales Parciales

La ecuacién constitutiva o(z,y) = —k(x,y) Vu(z,y) ; —k(x,y) mdédulo del material
principio de conservacién: flujo neto cruzando la frontera es el flujo aportado por la fuente f
r r
— o-ndS = | f(z,y)dA
Joa Ja

si esto se cumple para cada w

F o-ndS = [ flx,y)dA

Jow Jw

por el teorema de la divergencia

LV-UdAz Lf(a:,y)dA
L(v-a—f)dA: 0

como es cierto para cualquier w en €2, entonces V-0 — f =0 en €
para ciertas condiciones de suavidad de f y u
V-o= f(z,y)eno

este modelo considera solamente difusién del flujo, si k es constante entonces

—kV -Vu=f
~kV'u= f(z,y)
2 2
—k 5—2 - a—qj = f(z,y) ecuacién de Poisson
or oy

Si f(z,y) = 0 tenemos que V'u = 0 ecuacién de Laplace
también podemos agregar términos al modelo, por ejemplo si existe fuente interna

—V - (kVu) +b(z,y)u = f(x,y)

también existen otros mecanismos de flujo, como la conveccion forzada o adveccion
para completar nuestra formula de integracién por partes en dos y tres dimensiones se puede probar
que

V- (wVu) =vVu+ Vv Vu

aplicando el teorema de la divergencia probar que
ja
—J UV2udxdy = F VU~Vuda:dy—f vﬂds
Q Jo oo On
—oV'u= Vo -Vu—V-(vVu)

JV-adAz [‘ o-ndS c=vVu
0 Joo

:>—f vV udA = fw'vudA—J vVu-ndS
Q

N
ou
v a—n dS

Q
= (‘ Vv-VudA—J
Q

o2
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que es nuestra formula de integracion por partes, un modelo para problema de difusién
V- (kVu) +bu=f
intergracién por partes (més general)

vV - (kVu) = V- (vkVu) — kVu Vo

Condiciones de Frontera en Dos Dimensiones

De Dirichlet (condiciones esenciales) u(s) = u(s) s¢€ 0f)

De flujo (condiciones naturales) —Fk(s )(9u( s) = p(s) (u(s) — a(s)) ley de enfriamiento de New-

on

ton
condiciones de flujo cuando existe discontinuidad en el material

ou
ﬂ*%ﬂZo

Formulacion Débil del Problema de Valor de Frontera en Dos Dimen-
siones

Ejemplo
—Vu+ M= f(z,y) en Q u(z,y) =0 en OS2 A constante

<—V2u + Au) v(x,y) = f(x,y)v(z,y) YveH

integrando

L (—UV2u+)\u> vdA = L f(z,y)dA
L <—v Vu + /\uv> dA = L Fla,y)vdA

integrando por partes

f szudAzj VU-VU—J va—udS
Q Q an

entonces nos queda

J Vu-VvdA+J )\uvdA—J v—dS J fvdA

Q Q o0
J (Vu- Vv + duww)dA = J fvdA  Yve H|(Q)
Q Q

la cual es nuestra formulacién débil simétrica

oudv Ouodv
ﬁi%%*@@*”@“@:Lﬂ“@

la norma H' :

O i +\a—”2
or|, oy @

L [qf n (Z;) N (2;) {dxdy

obtener las formulaciones débiles en dos y tres dimensiones no representa mayor dificultad, las
dificultades se presentan debido a que los elementos pueden tomar muchas formas
interpolando a través de una cuadratica

2
Ill = ol + | 5
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Interpolacién Triangular en Dos Dimensiones

Sea la funcién lineal v, (z,y) = a + Sz + vy
observemos que para determinar «, 8 y v ocupamos tres puntos independientes en el plano,lo cuales
forman triangulos, entonces

v, = Uh(x1’y1) v, = Uh(:L‘2,y2) Uy = Uh(:L‘3,y3)

= o, + ngl + VY, = o, + BQCCQ + Vs Ys = 0y + 621}3 + V3 Ys

en un elemento de €2, de €2, resolviendo el sistema para a, 5y 7y

1
Q= ﬂ [vl(x2y3 - $3y2) + UQ(x3y1 - x1y3> + v3(931y2 - 'Tle)]
1
B = ﬂ [U1(y2 _ys) +02(y3 _y1) + U3<y1 - yz)]
1
Y= ﬂ [Ul(xii - 1:2) + U2($1 - m3) + 03(1‘2 - 'Tl)]
con
1o
A, = 3 1z, v,
Loz oy,

entonces V. (z,y) = v,¢(x,y) + 0,6} (,9) + v, (x.)

e 1
\Ill(a:,y) = ﬂ[(xzys - xsyz) + (y2 - y3)x + (x?, - xQ)y]
. 1
‘Ijz(x7y> = ﬂ[(xsyl - $1y3) + (y3 - yl)x + (xl - ZL’3)y]
1

\I/;(:L‘,y) = ﬂ[(aﬁyz - ZL‘le) + (y1 - y2)x + (‘T2 - xl)y]

encontramos «, 3 y v con la regla de Cramer

1 St o vy
Lz, y, Bl = U,
Loz, oy | [ Uy
/Ul ',’Cl yl 1 ,UI yl 1 xl vl
UZ "'U2 y? 1 /U2 y2 1 "'E2 UZ
a = UB $3 y3 5: 1 /US y3 ’}/: ]' $3 UB
A A A

Interpolacién con Polinomios de Orden Superior en Dos Dimensiones

1
x Y grado 1
z’ xy y2 grado 2
3 2 2 3
x xy xy Y grado 3

(k+ 1)(k + 2)
2

(k+1)(k+2)

es facil verificar que un polinomio de grado k tiene 5

términos, ocupamos

nodos en cada elemento
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Cambio de Coordenadas
Vo (r,y) = v,V (z,y) + 0,V (1,y) + v,V (7,y)
= vl\Ifi + UQ\I/Z + 113\1/;

vamos a pasar de un sistema cartesiano a un sistema de coordenadas naturales o normalizado, el
mas simple estd dado por el triangulo que tiene sus lados en los ejes

£=0 =0 1-¢-n=0

definimos la transformacion como

ToO-—q e (& m)
Yy = 5777)
por
(1}1:1_5_77
Vi) s 40, =¢ (9)
{1}3:77
3 R 3 R
DA AR WANCY) (10)

sustituyendo (9) en (10) : Te_1 0, — QO
g = f(fb,y)
- 3l =) =) — (@, =)= )]
n=n(z,y)

_ QLAQ[(yI —y) (@ —a,) = (z, —2,)(y — )]

donde A, representa el drea del elemento 2_, obtenemos las funciones base

U (z,y) = U, (€7
v (‘Tay) = {1}2(5777
U (2,y) = U, (&)

Interpolacién Rectangular en Dos Dimensiones

Usamos como aproximacién de los cuatro puntos un polinomio bilineal, el cual es lineal en las
variables x,y que tiene la forma general

v(x,y) = a, +a,x + a,y + a,xy a, constantes ¢ =1,...,4
Siz, = (z,,v,)
v, = a, +a,xr, +ay, +a,r,y, v, = a, +a,x, +a,y, +a,r,Yy,
Uy, = Q) +a,T, + a3y, +a,T,Y, v, = a, +a,r, +ay, +a,r,y,
fienw) = S )+ = Hn) ) = = f) + o @)

el polinomio bilineal que pasa por esos puntos es

f(z7y) = MJfl('zﬁl7yl)—|_ y_yl f2(x17y2)

Y — Y, 2 J1
_ <£L’ - 'TQ) (Cn 012) (y - y2>
Tr—x Co Coo Yy—vy
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x'? j . .
donde ¢,; = @, y,) parai,j = 1,2

(‘Ti - ‘T3—i)(yj - y3—j)

como las funciones base serdan polinomios bilineales, estos cumpliran que en el nodo principal seran
uno, y cero en los tres restantes. Sea
C — (Cll 612>
621 622

entonces tendremos los siguientes cuatro casos para la forma que tendra c al definir ¢, a trozos

0 0

0

B ($2—Q}1)(y2—y1)

_ 1 _

0
92 = (x1_x2)(y2_y1)

_ 1 0_
3 oo | @ —2)y —w)

_ 0 O_
4. c= 1 .

(@, =z )y, —v.) |

Elementos Triangulares y Rectangulares
Lineal a, +a,z + a,y
Cuadréatico a, + a,= + a,y + a,2y + a,x” + azy’

Cibico a, + a,z + a,y + a,xy + a5x2 + a6y2 + a7xy2 + a8x2y + a9x3 + awy3

Elemento Estandar Triangular

Cuadréticas (seis funciones base)

v _ (A=&=—n)1/2-¢—n) v _ (E-1/2)¢ v _ (m—=1/2)n
L (1-0-0)(1/2-0-0) 2 (1-1/21 B (1-1/2)1
= (1-=&—n)(1—2£—-2n) = 2(£—1/2)¢ = 2n(n —1/2)
v - fa-&-mn v & v - nd—&-n)
t12(1-1/2-0) ° T 1/2(1)2) S 1/2(1—0—1/2)
= 4{(1-&—n) = 4&n = dn(1-E&—n)
Elemento Estandar Rectangular
o E+D)n—-1) _ (E+Dn-1)
¥y = (—1—1)(-1—1) Vs = (1+1)(—1-1)
_ E+Hn-1) _ (E+1)n-1)
4 4
T _ E+Dn+1) T - €—-Dn+1)
o1+ 1D)(1+1) to(-1-1(1+1)
_ E+D)n+1) _ E=Dm+1)
4 4
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Bicuadraticos a, + a,z + a,y + a,xy + a5xy2 + a6x2y + a7:1:2 + asyQy + ag$2y2
habria que determinar nueve funciones base

o nn—DeE-1)

P I(-1-1)—1(-1-1)

Descripcion Global y Local de los Elementos

Interpolantes lineales una dimension
x, coordenadas de los nodos, n_ nimero de elementos (e)

Global Local
Dominio [:L“i,xﬂl] 1§61 = [-1,1]
Grados de libertad | {u,,u,,,} {u,,u,}
Funciones de forma | {¢,,¢,.,} {v,,v,}
Funcién interpolante | u"(z) = u, ¢, + (T, u' (&) = u, 0, + uyp,
NOdOS {‘/L"L7 Ii-}—l} {§17§2}
E(x) = 29”_% z(§) = hi“ﬁ”i“ §(a,) = —% §(@p) =1
- 1
z(—1) = z, z(l) = z,,,
1 1 , 1 , 1
W, = 519 W, = 5(1+0 VO =-5  wE-=-;

—% p(az)j—i) +r(@)u=f(z) a<z<b
u(a) = A u(b) = B

Mu =B
M matriz global, m" matriz por elemento
B vector global, b" vector por elemento sea M, = A(yp,,¢,) donde

3

el
e e e

M M M = M.

I
ing

3

el
e e e

B B B =B

o
Il
—

M, =0sii#(evetl)vj#(evetl)
B =0sii# (e ve+]l)

m'=m_ (2x2) (i,j=1,2)

b zbj 2x1) (i=1,2)

Matriz y vector (por elemento) con tamano que depende del grado del interpolante: lineal 2 x 2,
cuadratico 3 x 3, cibico 4 x 4

entonces la estrategia consiste en generar las matrices m” y vectores b” parae =1,... ,n, y luego
ensamblar (o armar) M, B a partir de m” y b’

Necesitamos cierta informacion que almacenamos en una matriz llamada LM, las dimensiones de
LM son: n_, nimero de nodos del elemento por n_

(123 [... ... | | n,
1/1(2] 3 n—2n-1|
2(2]3 n—1{ 0

nimero de nodos del elemento x nidmero de elementos. n,, x n_ (caso de interpolante lineal)
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entonces podemos ensamblar M con el siguiente algoritmo

M, «—M, +m

e
M, ,,<~—M, ., +m, e=1,...,n,
e
Me+1,e (_Me+1,e + m21
e
Me+1,e+1 Me+1,e+1 + m22
e
Be<—Be+b1 e=1,...,n,—1
e
Be+1 Be+1 + b2
el
para n M, «— M,  + Z\/[11
el
B «— B + b1
inicialmente M =0
B ' 0 0 0 0
m%l 1 m12 2 2
m, m, +m, m,, 0 0 0
0 2 2 3 3 0 O
m21 m22 t mll m%?
0 0 m,, m,, 0 0
Tel—1 Tel—1 Tel—1
0 0 0 0 N
22 n 11 n 12
el—1 el—1
| 0 0 0 0 ) m,, ~ +m

Calculo de la Matriz y Vector por Elemento

-1

Sea g : [z,,x,] — R una funcién integrable y sea = = [{,,,] — [z, x,] continuamente derivable

con z(&, )z, v x(§,)x, entonces
Ty
Ll

ademd&s como

dx(§)
dg

Eo
g(z) di = j 4(z(6))

1

dg

20(r€) _ 29(a() 2x(©
o¢ FERT:
entonces
e I e Y PSR T
- [ |ptaten LD g @), o06)
[ O (Y ey | L
—1
_ () |
= [ e
- | rtete) (ol G e
IR GG
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Cuadratura de Gauss en Una Dimension

El dominio de la cuadratura de Gauss estd dado por [—1,1] y lo definimos como

1 n

f@)de ~ 3w f(x,)
1 1

1=

polinomios de Legendre

1 d "
P (z) = ol de” (x2 — 1) n=20,... formula de Rodrigues
w. = . 1 Jl Pn+1(a:) d:U
' . (ajz) -1 T

n+1

1 , 1
T, = 7 P'(x) = 5(6:10)
1
T, = _\/_3 = 3z
I Gy 1 1132 — 1)
Y (VNG Jl TN YT 3(C1VB) fl PN
=1 =1
! 1 1
L@ 5 (G5) +1(-5)
el error es
E = fll f(x)dx—zn: w, f(z,)

i=1

e D g
(2n +3)[(2n + 2)!]°

—-1<é<1
Cuadratura de Gauss en Dos Dimensiones en un Rectangulo

 fayddy - f [ f(x.y) dw] dy

-1

1 n
~ f w, f(x,,y)dz

~ Z Z w, w; f(x'ﬂyj)

si tenemos |a, b] x [c, d], haciendo

(b—a)v+ (a+Db)

T = dr = dv
2 2
y:(d—c)u;—(c+d) dyz(d;C)d

Lbf fx,y) de dy = Lb U_ll f(x, <d_c)“2+ (”d)) <d;C) du] dz

! (b—a)v+(a+bd) (d—c)u+(c+d)\ (b—a)(d—rc)
:f_lf( 5 , 5 ) 1 du dv
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Ejemplo

Consideremos el problema

—V - (kVu) +bu = f(z,y) en, i=1,2

u(s) = u(s) s € 08,

0,(s) = p(s) [uls) —a(s)] se

[kVu-n] = senl

Q=0 nQ, 02 = 090, U 09,
() = —h(s) 7

las ecuaciones paramétricas
x=ux(s
oS : ()
y =y(s)
si b =0 y las condiciones de frontera en todo 0f2 son naturales, entonces

ou(s)
on

1. No existe una tnica solucién al problema

—k(s) = d(s)

2. Para que pueda existir una unica solucién se debe satisfacer una condicién de compatibilidad

J f(z,y)dxdy = f d(s)ds  (principio de conservacion)
Q o0
la formulacién débil es como sigue

L [V - (k, V) + bulvdA + J

1 Q

[-V - (k,Vu) + bulvdA = J fvdA  Yve H'(Q)
0

2

sabemos que vV - (kVu) = V - (vkVu) — kEVu - Vo, entonces sustituyendo

J [kVu - Vv —V - (vkVu) + buv] dA + f
0

[EVu - Vv —V - (vkVu) + buv] dA = f fvdA
0 Q

1 2

por el teorema de la divergencia

f V- (vkVu)dA = J vkVu-ndS
Q

o9,

2

:f EEds i=1,2
aﬂi 5’[1

entonces sustituyendo

J[kVu-Vv—i—buv]dA:J fvdA—l—J ka—uvds
0 0 0

Q0 5n

_ f FodA +f op(s) [uls) — a(s)] dS Ve H(Q) we H'(Q)
Q o

como u = 4 en 0§}, entonces

f plu—a)vdS = puv dS — puv dS
o0 o0 o0

— f puvdS—J ptvdS parav e H en o),
o0, o0,
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entonces

J[kVu-Vv—kbuv]dA:J fvdA—f puvdS—J puv dS
Q Q o0 0

2 Q2

puvdSzj fvdA—kf puv dS
Q o0

2

J (kVu - Vv + buv) dA +J
Q

o,

la cual es nuestra formulacion débil.

Asi, el problema consiste en determinar v € H'(Q) tal que v = @ en 0Q, y v € H!(Q) en 09,
(ve H'(Q) en 09,

w": aproximacién de u en un subespacio " < H'(Q)

v": aproximacién de v en un subespacio S" < H'(Q)

Q" region discretizada

N N
h
u = Z u,p, (2, y) v o= 2 Ui(pj(xuy>
i=1

n—nodos

i (z,y) = Z i, (x(s),y(s))

entonces
Dp. Op.  Op, Op.
f [k <ﬁ LN & %) +b90i90]} dA+J Pe.p; =J fsoidAJrf Y, dS
Q or ox dy Oy o0 gh o
N
donde v = pu, asi tenemos 2 Mou,=F, 1=12...,N
j=1

Op, Op, Oy, 0, f
ij th l (ax oz + 2y oy +0p,p, | dray + o PP,

2
Fi:J fgoidxderf 7<pde
o ol

2

en cada elemento
f (kVuhe S v buhevhe> dA= | fo"aA— J o 0" dS
Q 0° o0°

siv’ =0en 69}; entonces no habra contribucién a la integral de elementos con lados en 89};

2
=

W' = u U (x,y) 0" = ’U:‘If (x,y)

€ € €
JjoJ J
1 1

<.
Il

<.
Il

N_: nimero de nodos en Q°
\Ilj funciones de onda locales
por ejemplo: interpolante lineal en dos dimensiones en un triangulo N, = 3, entonces

e

Ne

e e e e .
Zmijujzfi—ai 1=1,2,...,N
=1

con interpolantes lineales y elementos triangulares m es una matriz de 3 x 3

e [ ov. oV, ov, 0V,

= k f——  —— | + UV | dzd

" se[(ax ox | dy ay) ”]”
-

f = f ‘Ilj dx dy

Qe

-
o = o,V dS
Joq*

[
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e ’ . € .
m sera una matriz de N x N. M con ceros excepto en las filas y columnas correspondientes a
e e e € e
los nodos en el elemento €2, f y o se expanden a un vector N x 1 F , o con entradas no cero
solamente en las filas correspondientes a los nodos de €2, entonces

N, N,
. ov. oV,  oU oV, S

k = — = —4 bU U | dA = M
;Je[ (&x 6x+6y 6y)+ ' ]] ; N

Nel Nel
ZJ pgpida:dyzZF; i,j=1,...,N,
=1 JQ° i=1

N_: ntmero de elementos

las contirbuciones a M, , F, provenientes de las condiciones de frontera entran por medio de los
términos 3’

la suma de las integrales de contorno

Nel
o=+ s" 487 =12, N,
e=1
donde
Nel
Si(O) = f o,p,dS (en nodos interiores)
o1 Joac—oah
- f o0, dS
' oo”
- f o0, dS
' ol
2
Ejemplo

1. Todos son elementos interiores

4
e=1 0°

- L [0, ], dS +L [0, ], dS + L [o.]e, dSJrJF [0.]p,dS  [o.]=0

-0

en este ejemplo tenemos condiciones esenciales o de Dirichlet, entonces o, no se conoce en
h 1)
d€), entonces no podemos calcular S hasta el final

S7 1 a,(s) = p(s)u’(s) = 7(s)

(3

SRS f (pz U, —7) p,dS 7y, = f v, dS P, = f pe.p, dS
ool o0l oal
Nel Nel Nel
j:I e=1 692 e=1 aQQ
Nel Nel
=1 e=1
N
: @ .
entonces Z M u, = F,S. i=1,2,...,N,
j=1
Nel Nel
w3 ) e Y )
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(3

s esYs”

(3

>z

Nel

50

f(z,y)en€)
M u, —F

(

Oen F12 ) F25 ) F67 ) F74
6
S(l)

Bu = yenl,,

u(z,y) =0enl,
2. { du
T
u

3

—+
determinar el sistema lineal de ecuaciones: seis elementos triangulares, siete nodos

el sistema lineal es de la forma

( —Vzu(x, y)

Elemento Finito

0
3
3
3
.
0
0
0
0
0]
6

|
SO O O OO

SO O oo O
R e
o oo oo PO oo oo

0

_e+2j> —0 i=1,....6

k3

. coocococo o
_ S 0 lfon & 80 o o o osfogtd  ocotro oy
+ €~ EE a, o o _ _
\nl , 0041420043
= pFi « a & SRS g O oC OO0 OO I
D’..Z o N./l (2] ml 0 [a\] m% m3 0 O O V\UF
S NN R PN e o oo oo S g £ £ g
I Il | . L. DO OO OO0 OO
i — . e N o~ N A m
I g . & €3 o o< _ . !
¢ o _m £ & oo oo oc o OO0 oo oo _004f4ﬂ4004ﬁ_a
I I I |
~ < < A
= = = <9
| 1 I |
— w 3 o 8B 8 oY oo o
, - T 1T 1 O O o o N ~
_ n” =N e eleNoNolelleNolelelolole) S g _ _
R n
. n + = OO 00000 OO0 00 OOO L L oa I
D _ N 1% Oomoomo ®
% S M e o oo o oo o De & ® 8 F
= eF.z eDl.i N M Ommo mOO
S ~ ~ _r cocoocococoo COoOoCoo0 oo
P2 IR 2N 2N NI coococooo
o = I B N e = Oooooom f !
= [ I [ o £ £ & o o LroLroLro o
@ v e S S o 03m5m203m300 L |
S =N A =~ 2 SR AL oo o S ofFo oty I
2 < = S
o M g o TSN o "o © 9
— — = oL L £ & g cCcoocooc oo £3
m © I = TS0 o o ©
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entonces Mu=F — X

1
—_
|

M, M, M, M, M, M, M,; U, F2 X,
M, M, M, M, M, M, M, Uy F3 0
M31 M32 M33 M34 M35 M36 M37 Uy F4 0
M41 M42 M43 M44 %5 ],_\\4;46 M47 u, | = F - 24
M, M, M, M, %55 ],_\\4;56 M;; Uy }35 X,
M61 M62 M63 M64 M65 M66 M67 Us F6 26
| M., M, M, M, M, M, M_,| [U:] _F7_ [ 0]
Fl=f+f+..
[0 ] [0 0 0 0 0 0 O]
0 0000 O 0 O
0 0000 O 0 O
v=1o0 P=l0000 0 0 0
70 000¢O0&P,, P, 0
~° 000O0P, P, O
| 0 | _0 000 O 0 O_
Mw:]/g/ij—'_‘Pij ‘sz_ﬁ—’_’)/z
_Mll M12 MIS M14 M15 MIG M17_ _ul_ _Fl - El_
M, M, M, M, M, M, M, Uy F,
M, M,, M, M, M, M, M, Uy F,
M, M, M, M, M, M, M, u, | = | F,— %,
M, M, M, M, M, My, M, Uy F;
My, My, Mg M, My My M, Ug E
_M71 M., M, M, M, M, M77_ | Uy | | F i
entonces
M55:M55+P55 F5: 5 T 7%
M56:M56+P56 Fe.: 6 TV
M65 = M65 + Pes
My, = My, + Py,
sabemos que u, = u, = 0 (por condicién de frontera), entonces resulta un sistema de cinco
ecuaciones
M,, M, M, M, M, Uy F,
Mg, M, M, M, M, Uy F,
M52 M53 M55 M56 M57 Us | = F5
Mg, My My My M, Ug F
M., M, M, M, M, U, F

el flujo en uno y cuatro se puede calcular después de resolver el sistema (u,, u,, u., u,, u.)

M11u1 + Mmuz + M13u3 + M14u4 + M15u5 + M16u6 + M17u7 - Fl - E1
M41u1 + M42u2 + M43u3 + M44u4 + M45u5 + M46u6 + M47u7 = F4 o E4

se despejan X, y X,
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Elemento Finito 52 Jorge Destephen Ph.D.
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Elemento Finito 53 Jorge Destephen Ph.D.

Cuadratura Gaussiana en Dos Dimensiones
Elemento Rectangular

[ ] senidan= [ Suwscnn

-1

= > Y ww, f(&.n,)
j=1

i=1

donde &, y 1, son las raices del polinomio de Legendre de grado n

P.(z) = z"ln! (2;1:) [<x2 - 1>]

Jl T — g

- [

. T, —
J

j=1

1#£]
Elemento Triangular
1 rmx+ta
|| e dean
0 Jo
Coordenadas de Area
A A A
L, = 71 L, = f L, = 73
A+A+A =A== L +L,+L, =1
1 xl x? xS
A= 5 Y1 Y Ys
1 1 1
r oz, T, T, T x, T, T, T
Y Yy Ys Y ¥ Ys Y Y Y
A 1 1 1 A 1 1 1 A, 1 1 1
L, =—= L,=—2= L,=—=
A T, T, A T, T, A r, T, X,
Y Y Y Yo Y Y Y Yo Y
1 1 1 1 1 1 1 1 1
T, T, T, L, x
Yo Yo Y| |La| = |Y
1 1 1] |z, 1
x= Lx + L,x, + L,z
Yy = L1y1 + Lzyz + L3y3
1=L +L,+ L,
1 -1,
J J f(L,,L,,L,) dL,dL,
0 Jo
Orden Figura | Error | Puntos | Coordenadas triangulares | Coeficientes
Primer orden o) a 1/3 1/3 1/3 1
; /2 1/2 0 /3
Segundo orden Oh’) | a,b,c 0 1/2 1/2 1/3
12 0 172 1/3
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Elemento Finito 54 Jorge Destephen Ph.D.

Ejemplo

2 r-1/20+41
J cos(z +y)drdy = f J cos(z + y) dr dy
R

_ fol J:Ll F(L.,L,, L)

= Z w, f (L, Ly, Ly,)

w, f (L1ix1 + LZixZ + L3i$37 Lliyl + L2iy2 + LSiy3)

[

= cos 1
0.5403

2

Cuadratura Gaussiana en Tres Dimensiones

Jl fl Jl f(x,y,z)dxddeZZZZ w,w,w, f(z,,y,,2,)
1J1da L

1 p1-L, pl-L,
J f(x,y, Z) = J J‘ J f(L1aL2aL37L4) dLl dL2 dLs
R 0 JO 0
= Z w; f<L1i7L2i7L3i7L4i)

Elemento Tetrahédrico

Volumen (PJK L)
Volumen (IJK L)

L, = Lo+L,+L,+L, =1

Elemento Tetrahédrico 4-Puntos

o(z,y,2) = a, + a,x + ay + a,z

al
a
=1 =z z 2 *
Loy 2] |
a’4
p
; n+1)(n+2)(n+3
3 aly's P DL )(n+3)
i=1
U, = a, +a,r, +ay, +a,z Uy, = G, +a,T, + a3y, +a,z,
U, = a; +a,Tr, +azy, +a,z, u, = a, +a,r, +ay, +a,z,
ul 1 ‘1'1 yl Zl a’l
U, — 1 Ly Yy 2 a,
u3 1 x3 yS Z3 aS
U4 1 'I4 y4 Z4 a’4
Y,
T 1 T
[al a, a, a4] =M [u1 U, U, u4] *
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Elemento Finito %) Jorge Destephen Ph.D.

sustituyendo * en * nos queda

=

—1

o(x,y,2) = [1 Ty Z]M

f g g &
w N

IS

[N1 N2 ]V:; N4]

|
£ g & g
- w N -

v
donde los N, = —
onde los N, =
1 1 1 1] 1 1 1 1]
1 1
%:_w2x4x3x ‘/2:_953:131 x, T
6 y2 y4 y3 x 6 yS yl yél y
|z, 2z, 2z, z] |z, 2, oz, z]
(1 1 1 1] 1 1 1 1]
V:1x4x2x1x V:1x1x3x2x
T6 Y Y oy 6| Y oy Y Y
|z, 2, 2z 2] [ 2, 2z, 2, z]
Elemento Tetrahédrico 10-Puntos Cudratico
Funciones de interpolacién en los vértices
N, = (2L, -1) L, N,=(2L,-1)L,
N,=(2L,—-1) L, N, = 4L L,
N,=(2L,—1) L, N, = 4L, L,
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